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Визначено енергоефективність вібромашини, що складається із пружно-
в’язко закріпленої платформи, що може рухатися вертикально і віброзбудни-
ка, що працює на ефекті Зомерфельда. Корпус віброзбудника обертається зі 
сталою кутовою швидкістю і всередині знаходяться однакові вантажі у ви-
гляді кулі, ролика або маятника. На вантажі при русі відносно корпусу діють 
сили в’язкого опору, що є внутрішніми у системі.  
Встановлено, що на усталених коливальних режимах руху вібромашини 
вантажі щільно притиснути один до одного, чим утворюють складений ван-
таж. Енергія продуктивно витрачається на коливання платформи і непроду-
ктивно (розсіюється) через рух складеного вантажу відносно корпусу. 
Із збільшенням швидкості обертання корпусу зростаючі внутрішні сили 
в’язкого опору наближають швидкість обертання складеного вантажу до ре-
зонансної швидкості і амплітуда коливань платформи збільшується. Але скла-
дений вантаж при цьому все більше відстає від корпусу, через що зростає не-
продуктивна втрата енергії і зменшується ККД вібромашини. 
На чисто резонансному режимі руху вібромашини максимальні амплітуда 
коливань платформи, коефіцієнт динамічності, сумарна потужність сил 
в’язкого опору. При цьому ККД досягає мінімального значення. 
Для отримання енергійних коливань платформи із одночасним збільшен-
ням ККД вібромашини необхідно зменшувати сили в’язкого опору в опорах із 
одночасним збільшенням внутрішніх сил в’язкого опору. 
Побудований алгоритм розрахунків основних динамічних характеристик 
коливального руху вібромашини, що ґрунтується на параметричному 
розв’язанні задачі. За параметр приймається кутова швидкість застрягання 
складеного вантажу. Ефективність алгоритму проілюстрована на конкрет-
ному прикладі. 
Ключові слова: резонансна вібромашина, ефект Зомерфельда, інерційний 
віброзбудник, одномасова вібромашина, енергоефективність. 
 
1. Вступ 
В резонансних вібромашинах невеликі за масами інерційні віброзбудники 
збуджують інтенсивні вібрації платформ [1]. Це збільшує надійність і довговіч-
ність роботи віброзбудників.  
Найпростішу конструкцію мають інерційні резонансні віброзбудники, що 
працюють на ефекті Зомерфельда [2]. В таких віброзбудниках дебалансна маса 
сама застряє на одній з резонансних частот коливань вібромашини, чим збу-






вуються під зміну резонансної частоти вібромашини, викликану зміною заван-
таженості платформ. Тому зазначені віброзбудники не потребують системи ав-
томатичного керування і мають найпростішу конструкцію. Це додатково збіль-
шує надійність і довговічність роботи віброзбудника і вібромашини у цілому. 
Існує загальна проблема оцінки енергоефективності резонансних віброма-
шини і визначення шляхів її підвищення [1]. Розв’язання задач з кола цієї про-
блеми дозволяє підвищувати енергоефективність резонансних вібромашин ще 
на етапі проєктування. 
 
2. Аналіз літературних даних і постановка проблеми 
Резонансні вібромашин, що працюють на ефекті Зомерфельда, досліджу-
валися у випадках: 
– двомасової вібромашини і віброзбудника у вигляді маятника, жорстко 
насадженого на вал малопотужного електродвигуна постійного струму [3]; 
– трьохмасової вібромашини і віброзбудника у вигляді вітрового колеса з 
дебалансом [4]; 
– одномасової вібромашини і віброзбудника у вигляді маятника, жорстко 
насадженого на вал асинхронного електродвигуна [5]. 
Було встановлено, що дебалансні маси застряють на одній з резонансних час-
тот коливань платформи. При цьому перевантажується електричний ланцюг елек-
тродвигуна [3, 5], а дебалансне вітрове колесо дає низький коефіцієнт корисної дії 
(ККД) через особливості перетворення енергії повітря у механічний рух [4]. 
Ефект Зомерфельда, як небажаний, був виявлений і досліджений у ротор-
них машинах з пасивними автобалансирами у випадках: 
– жорсткого ротора, що здійснює просторовий рух і статично балансується 
двомаятниковим [6] чи двохкульовим [7] автобалансиром; 
– гнучкого ротора, що здійснює просторовий рух і статично балансується 
двомаятниковим автобалансиром [8]; 
– плоскої моделі ротора на ізотропних опорах, що балансується двокульо-
вим автобалансиром [9]; 
– жорсткого ротора, що здійснює просторовий рух і динамічно балансуєть-
ся двома двомаятниковими автобалансирами [10]. 
Було встановлено, що за певних умов вантажі (кулі чи маятники) застря-
ють на одній із резонансних частот коливань ротора, що заважає настанню ав-
тобалансування. Але при цьому корпус автобалансира гарантовано розганяєть-
ся і електричний ланцюг електродвигуна не зазнає значних перевантажень. 
В [11] було запропоновано використовувати пасивні автобалансири у якос-
ті збудників двочастотних вібрацій. При цьому повільні резонансні коливання 
збуджують вантажі в автобалансирі при застряганні на резонансній швидкості. 
Швидкі коливання створює дебалансна маса, приєднана до корпусу автобалан-
сира. У такому технічному рішенні вантажі розганяються електродвигуном 
опосередковано – через сили в’язкого опору, що діють на вантажі при русі від-
носно корпусу автобалансира. 
Працездатність віброзбудника у вигляді пасивного автобалансира переві-







хом платформ у напрямках, перпендикулярних площинам платформ. В [15] до-
ведена працездатність способу для одномасової вібромашини з кутовими коли-
ваннями платформи. В [16] доведена працездатність у якості віброзбудника 
двокульового автобалансира при пружному встановленні на платформу, що ру-
хається прямолінійно у своїй площині. 
Недоліком проведених в [6–16] досліджень є відсутність дослідження енерго-
ефективності вібромашин, у яких віброзбудник виконаний у вигляді пасивного 
автобалансиру. Зокрема, не оцінювалася витрата енергії на здійснення коливань 
платформ, на забезпечення обертання дебалансної маси з резонансною частотою 
коливань платформи чи платформ. Також не оцінювався коефіцієнт корисної дії 
(ККД) вібромашин. Проведення таких досліджень дозволить виробити рекомен-
дації з вибору потужності електродвигуна, підвищення ККД вібромашини.  
 
3. Мета і задачі досліджень 
Метою роботи є визначення енерговитрат і оцінка ККД резонансної одно-
масової вібромашини з віброзбудником, що працює на ефекті Зомерфельда. Це 
необхідно для вибору потужності електродвигуна вібромашини, та для підви-
щення ККД вібромашини на етапах проєктування. 
Для досягнення поставленої мети необхідно розв’язати такі задачі: 
– побудувати фізико-математичну модель вібромашини та зробити аналіз 
енергозатрат при її роботі; 
– знайти аналітично енергозатрати і ККД вібромашини;  
– розробити алгоритм розрахунків та перевірити його ефективність. 
 
4. Матеріали та методи дослідження 
Для побудови механіко-математичної моделі вібромашини використову-
ються результати роботи [12], та елементи класичної механіки [17]. Для пошуку 
усталених режимів руху вібромашини з потрібною точністю вводиться малий 
параметр і використовуються елементи теорії збурень [18]. Оцінка енергоефек-
тивності відбувається за відомими методиками [19] шляхом обчислення потуж-
ності, що витрачається на коливання платформи, та розсіюється при русі ван-
тажів щодо корпусу віброзбудника. 
Результати теоретичних досліджень ілюструє обчислювальний експери-
мент. При цьому задача з пошуку режимів застрягання вантажів вирішується 
параметрично. Для розрахунків використовується система комп’ютерної алге-
бри PTC MathCad. 
 
5. Результати дослідження енергоефективності резонансної одномасо-
вої вібромашини, що працює на ефекті Зомерфельда 
5. 1. Фізико-математична модель одномасової вібромашини та аналіз 
енергозатрат 
5. 1. 1. Опис фізико-математичної моделі 
Вібромашина складається (рис. 1) із платформи, маси M і віброзбудника – 
кульового, роликового (рис. 1, б) або маятникового (рис. 1, в). Платформа руха-






єнтом жорсткості k і в'язкості b. Положення платформи визначається відносно 
нерухомих осей X, Y (на схемі не показані), де вісь Y паралельна напрямку руху 
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Рис. 1. Модель одномасової вібромашини, кінематика руху: а – платформи; б – 
кулі або ролика; в – маятника 
 
Корпус віброзбудника (корпус) має масу Mc і обертається навколо вала – 
точки K з постійною кутовою швидкістю . Центр мас корпусу знаходиться у 
точці K. Дві взаємно перпендикулярні осі XK, YK виходять із точки K і паралель-
ні осям X, Y. Положення корпусу щодо осей XK, YK визначає кут t, де t – час. 
Віброзбудник складається з N однакових вантажів. Маса одного вантажу 
m. Центр мас вантажу може рухатися по колу радіуса R із центром у точці K 
(рис. 1, б, в). Положення вантажу номер j щодо корпусу визначає кут j, 
/ 1, / .j N  На вантаж при русі відносно корпусу діє сила в'язкого опору, що має 
модуль | |,  W jb R  / 1, /,j N  де bW – коефіцієнт сили в'язкого опору й штрих 
за величиною позначає похідну за часом t. 
У подальших дослідженнях сили ваги не враховуються. 
Диференціальні рівняння руху одномасової вібромашини у розмірному ви-
гляді мають вигляд [12]: 
 








 2 2 cos 0,         j W j jmR b R mRY   
 
/ 1, /,j N             (1) 
 
де M=M+Mc+Nm+ – маса всієї системи;  – безрозмірний коефіцієнт, що дорі-









S mR            (2) 
 
– проекція сумарного дебалансу вантажів на вісь Y. 
 
5. 1. 2. Аналіз енергозатрат 
Миттєві потужності сил в’язкого опору, що діють на платформу і на ван-
тажі, відповідно, рівні 
 
  ,  pP t bY Y      2 ,      c W j jP t b R   
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Повна потужність, що витрачається на рух системи 
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Енергія, що витрачається на коливання платформи є корисною. Енергія, 
що витрачається на рух вантажів щодо корпусу віброзбудника є втратою енер-
гії. Коефіцієнт корисної дії визначатимемо як 
 
/ , pP P              (5) 
 
де риска над величиною означає величину, усереднену на певному проміжку часу. 
Введемо безрозмірні змінні й час 
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 2 2 2 2/ cos 0.           j W j jmR b R ymRy       (8) 
 
Також формула (4) прийме вигляд 
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Введемо характерні масштаби 
 
,s NmR  ,  y s M NmR M  ,   r k M              (11) 
 
де r – резонансна частота коливань платформи. 
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Тоді безрозмірні диференціальні рівняння руху (10) приймуть вигляд 
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  cos , xs s   sin . ys s                (16) 
 
Система призначена для пошуку режимів застрягання у випадку, коли ван-
тажі щільно притиснуті один до одного і утворюють складений вантаж. В (16) 
сталий параметр s – модуль сумарного безрозмірного дебалансу. 
Безрозмірні потужності, що витрачаються при коливаннях платформи і ру-
хах вантажів 
 





    
N
c jj
p n                (17) 
 
Поділимо рівняння (9) на M̃3ỹ2 одержимо 
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 – правило, за яким додаються безрозмірні потужності. 
Кулі чи ролики радіусів r, що щільно притиснуті один до одного створю-
ють, відповідно, такий найбільший розмірний і безрозмірний сумарний деба-
ланс [14]  
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У випадку маятників для розрахунку найбільшого дебалансу потрібна до-
даткова інформація. 
 
5. 2. Аналітичне визначення енергозатрат і ККД вібромашини 
5. 2. 1. Наближене аналітичне визначення усталених режимів руху віб-
ромашини 
Для наближеного визначення усталених режимів руху вібромашини вико-
ристовуємо метод малого параметру. За малий параметр приймаємо  – відно-
шення маси вантажів до маси системи. 
У нульовому наближенні (0) друге рівняння в системі (15) приймає вигляд 
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З (16) знаходимо 
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2
0 0sin .      ys s             (23) 
 
Тоді перше рівняння в (15) приймає вигляд 
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02 sin( ).      y hy y s                  (24) 
 
Частинний розв’язок неоднорідного рівняння (24) відповідає усталеному 
руху і має вигляд 
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Отже, незважаючи на кругову асиметрію опор, платформа у нульовому на-
ближенні, робить ідеальні гармонійні коливання. 
У нульовому наближенні амплітуда резонансних коливань і коефіцієнт ди-



































                 (27) 
 
Амплітуда і коефіцієнт динамічності на чисто резонансних коливаннях 
 
   max 1 / 2 , A A s h     max 1 1/ 2 . d dC C h               (28) 
 
З (27), (28) видно, що зменшення в’язкості опор (h) збільшує як амплітуду 
коливань, так і коефіцієнт динамічності. 
Складемо енергетичний баланс для другого рівняння в (15): 
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              (29) 
 
З (29) випливає, що усталені режими руху можливі в двох випадках. 
У першому випадку вантажі синхронно обертаються з корпусом (n). 
















                (30) 
 
Рівняння (30) було досліджене в роботі [12]. За її результатами у випадку 
малих сил в’язкого опору в опорах існують три характерні швидкості обертання 
ротора. При цьому 1<n1<n
*<n2 і: 
– якщо 0<n<n1, то існує єдина частота застрягання вантажу, така, що 
0<1<1; 
– якщо n1<n<n
*, то існують три частоти застрягання вантажу, такі, що 
0<1<1<2<3<n; 







– якщо n>n2, то існує єдина частота застрягання вантажу 3, така, що 
1<<3<n. 
З (30) знаходимо швидкість обертання ротора як функцію від швидкості 
















                (31) 
 
Біфуркаційні швидкості застрягання вантажу є коренями рівняння: 
 
  / 0.  dn d                    (32) 
 
У рівняння (32) тільки два дійсних додатних кореня [12]. 
 
5. 2. 2. Наближене аналітичне визначення енергозатрат і ККД вібро-
машини 
Середня за проміжок часу T=2/ безрозмірна потужність, що витрачаєть-
ся на подолання сил в’язкого опору в опорах платформи, наближено визнача-
ється за формулою 
 




0 0 0 0 2











p hy y h y y
T h
           (33) 
 
На чисто резонансних коливаннях платформа витрачає потужність 
 
   2max 1 / 4 . p pp p s h                   (34) 
 
Із (34) видно, що для одержання більш енергійних коливань платформи 
треба зменшувати сили в’язкого опору в опорах. 
З точністю до величин першого порядку малості включно, при русі j-го ва-
нтажу відносно корпусу віброзбудника витрачається безрозмірна потужність 
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               (35) 
 
Сумарна втрата енергії при русі N вантажів (складеного вантажу) щодо ко-
рпусу віброзбудника 
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Додаємо обезрозмірені і усереднені потужності за правилом (19), одержуємо 
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            (37) 
 
З (37) видно, що при визначені потужності одержані величини одного по-
рядку малості, тобто точність не втрачена. 
Підставляємо в (37) n() з (31), одержуємо сумарну потужність на режимі 
застрягання 
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З (39) видно, що сумарна потужність збільшується із зменшенням сил 
в’язкого опору (h і ). 
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p h s h
              (40) 
 
ККД на резонансі 
 
   2min 1 4 / 4 .      h s h                  (41) 
 
З (41) видно, що для отримання енергійних коливань платформи із одноча-
сним збільшенням ККД вібромашини необхідно  
– зменшувати сили в’язкого опору в опорах (h); 
– збільшувати сили в’язкого опору, що діють на вантажі при русі відносно 









5. 3. Алгоритм розрахунків енергозатрат і ККД вібромашини та пере-
вірка його ефективності 
5. 3. 1. Алгоритм проведення обчислень 
Обчислювання проводяться покроково. 
1. З рівняння (32) визначаються дві критичні (біфуркаційні) частоти за-
стрягання вантажу c1, c2:c2>c1.  
2. За формулою (31) визначаються дві відповідні біфуркаційні кутові шви-
дкості обертання ротора n1=n(c1), n2=n(c2):n1<n2, та додаткова характерна 
швидкість n*=n(1). 
3. Для кожного режиму застрягання, за формулою (27) обчислюються у 
параметричному вигляді відповідні амплітуди коливань 
 
   1 ,  A A   10, ; c  
 
   2 ,  A A   1 2, ;  c c  
 
   3 ,  A A   2 , .  c                  (42) 
 
За результатами обчислень у площині (n, A) будуються графіки 
(nj(), Aj()), /j=1,2,3/. 
4. Для кожного режиму застрягання, за формулою (38) обчислюються у 
параметричному вигляді відповідні сумарні потужності: 
 
   1 ,   p p  10, ; c  
 
   2 ,   p p   1 2, ;  c c  
 
     3 2, , .      cp p                 (43) 
 
За результатами обчислень у площині (n, p̅) будуються графіки 
(nj(), p̅j()), /j=1,2,3/. 
5. Для кожного режиму застрягання, за формулою (40) обчислюються у 
параметричному вигляді відповідні ККД: 
 
   1 ,       10, ; c  
 
   2 ,       1 2, ;  c c  
 
     3 2, , .        c                  (44) 
 
За результатами обчислень у площині (n, ) будуються графіки 








5. 3. 2. Перевірка ефективності алгоритму розрахунків 
Перевірку алгоритму проводимо при наступних розрахункових даних: 
 
100; h0,01; 0,05; N1; s1.                (45) 
 
З (32) знаходимо дві біфуркаційні (критичні) швидкості застрягання скла-
деного вантажу 
 
1 1,00035; c  2 1,03573. c                  (46) 
 
З (31) знаходимо дві біфуркаційні кутові швидкості обертання ротора і до-
даткову характерну швидкість 
 
 1 2 1.05657;  сn n   
* 1 1.25; n n   
 
 2 1 1.25031.  сn n                   (47) 
 
З (28), (39) і (41), відповідно, знаходимо найбільший коефіцієнт динаміч-
ності, найбільшу усереднену потужність і найменший ККД: 
 
max 50,dC  max 31.25, p  min 80 %.                 (48) 
 
Результати досліджень показано на рис. 2. 
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Рис. 2. Графіки залежності від швидкості обертання ротора безрозмірних: а – 
амплітуди коливань (АЧХ); б – усередненої сумарної потужності; в – ККД 
 
З рис. 2 видно, що всі величини, що характеризують певний режим застря-
гання монотонно змінюються. Із зростанням швидкості обертання ротора від 0 
до n2 монотонно зростає амплітуда коливань і усереднена сумарна потужність 
першого режиму застрягання. При цьому монотонно зменшується ККД вібро-
машини (від 97 до 80 відсотків). 
Якщо врахувати, що швидкість обертання асинхронного електродвигуна 






ливості з конструювання резонансних машин, платформи яких коливаються з 
частотами 850 ГЦ. Для розглядуваного прикладу, під час роботи вібромашини, 
паспортну швидкість обертання електродвигуна треба буди змінювати не біль-
ше ніж на 25 відсотків. Така зміна дозволить працювати машині як з мінімаль-
ними, так і максимальними амплітудами білярезонансних коливань. 
 
6. Обговорення результатів досліджень енергоефективності резонанс-
ної одномасової вібромашини  
Аналіз енергозатрат вібромашини показує, що під час її роботи енергія ви-
трачається на коливання платформи і розсіюється через рух складеного ванта-
жу відносно корпусу віброзбудника (3). Але внутрішні сили в’язкого опору не 
тільки розсіюють енергію, але і надають рух вантажам. Отже, в розглядуваному 
віброзбуднику реалізується своєрідна фрикційна передача. Рух вантажам від 
електродвигуна передають сили в’язкого опору, що діють на вантажі при русі 
відносно корпусу. На невеликих швидкостях обертання ротора цих сил не до-
статньо і тому складений вантаж застрягає на швидкостях, дещо менших за ре-
зонансну. Це знижує амплітуду коливань платформи. Із збільшенням швидкості 
обертання ротора більші сили в’язкого опору більше розганяють складений 
вантаж. Швидкість обертання вантажу наближається до резонансної і амплітуда 
коливань платформи збільшується. Але складений вантаж при цьому все більше 
відстає від корпусу, в зв’язку з чим зростає непродуктивна втрата енергії і зме-
ншується ККД вібромашини. 
На чисто резонансному режимі руху вібромашини досягають (майже) мак-
симального значення амплітуда коливань платформи, коефіцієнт динамічності 
(28), сумарна усереднена потужність сил в’язкого опору (39). При цьому ККД 
досягає (майже) мінімального значення (41). 
Для отримання енергійних коливань платформи із одночасним збільшен-
ням ККД вібромашини необхідно: 
– зменшувати сили в’язкого опору в опорах (h); 
– збільшувати сили в’язкого опору, що діють на вантажі при русі відносно 
корпусу () так, щоб збільшувався добуток h. 
Ефективним є алгоритм розрахунків, побудований на параметричному 
розв’язанні задачі з визначення основних динамічних характеристик коливаль-
ного руху. При цьому за параметр приймається кутова швидкість застрягання 
складеного вантажу. 
Алгоритм можна використовувати для швидкого розрахунку основних ди-
намічних параметрів вібромашини, для підбору конструкційних параметрів віб-
ромашини методом послідовних спроб тощо. 
Слід зазначити, що в фізико-математичній моделі вібромашини не врахо-
вані інші втрати енергії, наприклад, в асинхронному електродвигуні. Також в 
енергетичному балансі враховані величини найнижчого порядку малості щодо 
малого параметра. Але ці недоліки не впливають на загальні результати і ви-
сновки цієї роботи. 
У подальшому планується дослідити енергоефективність дво- і тримасових 








1. В розглядуваному віброзбуднику реалізується своєрідна фрикційна пе-
редача. Рух вантажам від електродвигуна передають сили в’язкого опору, що 
діють на вантажі при русі відносно корпусу. Але ці сили і розсіюють при цьому 
енергію. Аналіз енергозатрат вібромашини показує, що під час її роботи енергія 
витрачається на коливання платформи і розсіюється через рух складеного ван-
тажу відносно корпусу віброзбудника. 
2. На невеликих швидкостях обертання ротора внутрішніх сил в’язкого 
опору не достатньо і тому складений вантаж застрягає на швидкостях, дещо 
менших за резонансну. Це знижує амплітуду коливань платформи. Із збільшен-
ням швидкості обертання ротора більші сили в’язкого опору більше розганяють 
складений вантаж. Швидкість обертання вантажу наближається до резонансної 
і амплітуда коливань платформи збільшується. Але складений вантаж при цьо-
му все більше відстає від корпусу, в зв’язку з чим зростає непродуктивна втрата 
енергії і зменшується ККД вібромашини. На чисто резонансному режимі руху 
вібромашини досягають (майже) максимального значення амплітуда коливань 
платформи, коефіцієнт динамічності, сумарна усереднена потужність сил 
в’язкого опору. При цьому ККД досягає (майже) мінімального значення. Для 
отримання енергійних коливань платформи із одночасним збільшенням ККД 
вібромашини необхідно  
- зменшувати сили в’язкого опору в опорах (h); 
- збільшувати сили в’язкого опору, що діють на вантажі при русі відносно 
корпусу () так, щоб збільшувався добуток h. 
3. Ефективним є алгоритм розрахунків, побудований на параметричному 
розв’язанні задачі з визначення основних динамічних характеристик коливаль-
ного руху. При цьому за параметр приймається кутова швидкість застрягання 
складеного вантажу. З застосуванням алгоритму встановлено, що із зростанням 
швидкості обертання ротора від 0 до другої біфуркаційної швидкості монотон-
но зростає амплітуда коливань і усереднена сумарна потужність першого ре-
жиму застрягання. При цьому монотонно зменшується ККД вібромашини (від 
97 до 80 відсотків). Алгоритм можна використовувати для швидкого розрахун-
ку основних динамічних параметрів вібромашини, для підбору конструкційних 
параметрів вібромашини методом послідовних спроб тощо. 
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Стаття фінансується за рахунок наукової роботи № 0119U001173 «Стабілі-
зація і стійкість руху неврівноваженого обертового несучого тіла у вільній або 
ізольованій механічній системі» (Stabilization and stability of motion of an 
unbalanced rotating carrying body in a free or isolated mechanical system), що ви-
конується в Центральноукраїнському національному технічному університеті 
за рахунок коштів загального фонду державного бюджету. 
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